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Abstract: Up to now, around the world, Dr. Zhang Yitang from the University of New Hampshire offers the best research 

results of the infinity of twin primes. In 2013, Dr. Zhang proved the infinity of twin primes that are 70,000,000 apart and 

received the 2014 Frank Nelson Cole Prize in Number Theory. This study suggests new ways to find prime numbers, twin 

primes, and triplet primes by applying Sundaram’s Sieve Method and finds the general solution and character of the an+b 

subset of matrix 2xy+x+y. Besides, by studying the problem that 3n+2 is not the subset of K∪L with three methods, the author 

finds the way to prove the infinity of twin primes and detailed proofs are presented in this paper. It offers new way to study 

triplet primes and n-plet primes conjectures.  
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摘要摘要摘要摘要：：：：孪生素数无穷多问题目前世界上最好的研究结果是美国新罕布什尔大学的张益唐博士，2013年证明了两个相差7千万

的素数有无穷多，荣获2014年科尔数论等世界大奖.本文用辛达拉姆（Snndaram）发明的一种新筛法找出了求素数、孪生素

数、三生素数的新求法，找出了数阵2xy+x+y的an+b型子集的通解和特点，并用三种方法分析了3n+2不是K∪L的子集，从

中发现了证明孪生素数无穷多的方法，并给出了详细证明，对研究三生素数猜想和n生素数猜想找出了新途径。 

关键词关键词关键词关键词：：：：素数，孪生素数，三生素数，辛达拉姆筛法 

 

1．．．．引言引言引言引言

1934年辛达拉姆发明了一种新的筛法，核心是用数阵

通项 (2 1)nma m n m= + +  构造下面的数阵——辛达拉姆表

[1]： 

4 7 10 13 16 19 22 ... 

7 12 17 22 27 32 37 ... 

10 17 24 31 38 45 52 ... 

12 22 31 40 49 58 67 ... 

... ... ... ... ... ... ... ... 
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辛达拉姆发现：若自然数N出现在上面的数阵中，则

2N+1不是素数；若N不在上面数阵中出现，则2N+1必定

是素数[1].  

本文应用辛达拉姆筛法探讨孪生素数是否无穷多. 

记：K={2xy+x+y∣x. y∈ N +
}, L={2xy+x+y-1∣x. y

∈ N +
}, S={2xy+x+y-3∣x. y∈ N +

}.其中x≥1, y≥1为自然

数. N +
:1,2,3, …为自然数. 

因为(2m+1)n+m=2nm+n+m,记：K={2xy+x+y∣x. y∈

N +
}，所以 

即有下述：设Q是正整数，则 2Q＋1是素数<=> Q∉ K 

2．．．．基础知识基础知识基础知识基础知识 

命题1 当Q=2xy＋x＋y，x、y均为自然数时，2Q+1

是奇合数[2]. 

证 明 ∵ 2Q+1=2 （ 2xy ＋ x ＋ y ）

+1=4xy+2x+2y+1=(2x+1)(2y+1) 

显然：当x、y为自然数时，2x+1、2y+1是奇数,所以

(2x+1)(2y+1）是奇合数.从而当Q=2xy＋x＋y时，2Q+1是

奇合数，命题1成立. 

于是可得到下面的命题[3] 

命题2 奇合数的一切解可用下面公式给出： 

H=4xy+2x+2y+1 

其中x、y为自然数. 

证明显然当x= 1、2、3、…自然数时，一切被3整除

的奇合数公式是3（2x+1);一切被5整除的奇合数公式是5

（2x+1);一切被7整除的奇合数公式是7（2x+1);一切被9整

除的奇合数公式是9（2x+1);一切被(2y+1)整除的奇合数公

式是(2y+1)（2x+1),其中y=1、2、3、…自然数. 

∵(2y+1)(2x+1)=4xy+2x+2y+1 = H. 

∴命题2成立 

命题3 当正整数Q≠2xy＋x＋y时,2Q+1是奇素数集合. 

证明 ∵由命题2可知，当正整数Q=2xy＋x＋y时，

2Q+1是奇合数的集合. 

又∵ 当Q≠2xy＋x＋y时，2Q+1也是奇数，且不在奇

合数集合内. 

∴当Q≠2xy＋x＋y时，2Q+1必是奇素数. 

命题4 一切大于2的素数可以表示为[4] 

p=2Q+1                    (1) 

其中Q∉ K取正整数. 

证明 ∵由命题3可知，当Q≠2xy＋x＋y取正整数时，

2Q+1是奇素数集合，素数中只有2是偶素数. 

∴一切大于2的素数可用(1)表示. 

又∵我们记：K={2xy+x+y∣x. y∈ N +
}，其中x≥1, y≥1

为自然数. N +
:1,2,3, …为自然数. 

∴即有下述：设Q是正整数，则 2Q+1 是大于2的素

数<=> Q∉ K 

∴命题4成立，证毕. 

命题5 一切孪生素数可表示为[5] 

2 1

2( 1) 1

Q

Q

+
 + +

                 (2) 

其中Q∉ K∪L取正整数. 

所谓孪生素数，即：3、5；5、7；11、13；17、19；

29、31；…两素数差2的素数组[5]. 

证明∵当Q≠2xy＋x＋y取正整数时，由命题3可知

2Q+1是素数.同理当Q+1≠2xy＋x＋y取正整数时，由命题3

可知2(Q+1)+1也是素数. 

又∵2(Q+1)+1-(2Q+1)=2 

∴当正整数Q≠2xy＋x＋y且Q+1≠2xy＋x＋y时，2Q+1

与2(Q+1)+1的值都是孪生素数. 

∵我们记：K={2xy+x+y∣x. y∈ N +
}, L={2xy+x+y-1

∣x. y∈ N +
}, 其中x≥1, y≥1为自然数. N +

:1,2,3, …为自

然数. 

∴即有下述：设Q是正整数，则 
2 1

2( 1) 1

Q

Q

+
 + +

 是孪生

素数<=> Q∉ K∪L 

∴命题5成立，证毕. 

命题6 一切三生素数可表示为[5] 

2 1

2( 1) 1

2( 3) 1

Q

Q

Q

+
 + +
 + +

               (3) 

其中Q∉ K∪L∪S取正整数. 

所谓三生素数，即：5、7、11；11、13、17；17、19、

23；41、43、47；…第1个素数与第2个素数差2，且第1

个素数与第3个素数差6的素数组[6]. 

证明  ∵当Q≠2xy＋x＋y取正整数时，由命题3可知

2Q+1是素数.同理当Q+1≠2xy＋x＋y取正整数时，由命题3

可知2(Q+1)+1也是素数，当Q+3≠2xy＋x＋y取正整数时，

由命题3可知2(Q+3)+1也是素数. 

又∵2(Q+3)+1-(2Q+1)=6 ,    2(Q+1)+1-(2Q+1)=2 

∴当正整数 Q≠2xy ＋ x ＋ y 且 Q+1≠2xy ＋ x ＋ y 、

Q+3≠2xy＋x＋y时，2Q+1、2(Q+1)+1和2(Q+3)+1的值都是

三生素数[7]. 

∵我们记：K={2xy+x+y∣x. y∈ N +
}, L={2xy+x+y-1

∣x. y∈ N +
},  S={2xy+x+y-3∣x. y∈ N +

}.其中x≥1, y≥1

为自然数. N +
:1,2,3, …为自然数. 

∴即有下述：设Q是正整数，则 

2 1

2( 1) 1

2( 3) 1

Q

Q

Q

+
 + +
 + +

是三生

素数<=> Q∉ K∪L∪S 

∴命题6成立，证毕. 

显然由命题4、命题5、命题6可作下列定义： 

定义1 称不属于K的正整数为奇素数的根. 

定义2 称不属于K且又不属于L的正整数为孪生素数

的根. 

定义3 称不属于K且又不属于L同时还不属于S的正

整数为三生素数的根. 
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3．．．．用辛达拉姆筛法求奇素数用辛达拉姆筛法求奇素数用辛达拉姆筛法求奇素数用辛达拉姆筛法求奇素数 

设x，y为自然数时，按从小到大的顺序将2xy+x+y的

值排列如下（由辛达拉姆表可知）[1]： 

4、7、10、12、13、16、17、19、22  …, 

与上面对应余下来的正整数就是（1）中奇素数根Q

的值. 

即Q=1、2、3、5、6、8、9、11、14、15、18、20、

21、…. 

将Q=1、2、3、5、6、8、9、11、14、15、18、20、

21、…分别代入（1）得：3、5、7、11、13、17、19、23、

29、31、37、41、43、…其都是奇素数. 

4．．．．用辛达拉姆筛法求孪生素数用辛达拉姆筛法求孪生素数用辛达拉姆筛法求孪生素数用辛达拉姆筛法求孪生素数 

设x，y为自然数时，按从小到大的顺序将2xy+x+y的

值排列如下（由辛达拉姆表可知）[1]： 

4、7、10、12、13、16、17、19、22  …, 

则按从小到大的顺序将2xy+x+y-1的值排列如下 

3、6、9、11、12、15、16、18、21  …, 

再将2xy+x+y和2xy+x+y-1两式中的值按顺序从小到

大排列如下： 

3、4、6、7、9、10、11、12、13、15、16、17、18、

19、21、22  …, 

与上面对应余下的正整数就是（2）中孪生素数根Q

的值. 

即Q=1、2、5、8、14、20、…, 

将Q=1、2、5、8、14、20、…分别代入（2）得：3、

5；5、7；11、13；17、19；29、31；41、43；…其都是

孪生素数. 

5．．．．用辛达拉姆筛法求三生素数用辛达拉姆筛法求三生素数用辛达拉姆筛法求三生素数用辛达拉姆筛法求三生素数 

设x，y为自然数时，按从小到大的顺序将2xy+x+y的

值排列如下（由辛达拉姆表可知）[1]： 

4、7、10、12、13、16、17、19、22  …, 

则按从小到大的顺序将2xy+x+y-1的值排列如下 

3、6、9、11、12、15、16、18、21  …, 

按从小到大的顺序将2xy+x+y-3的值排列如下 

1、4、7、9、10、13、14、16、19  …., 

再将2xy+x+y、2xy+x+y-1和2xy+x+y-3三式中的值按

顺序从小到大排列如下： 

1、3、4、6、7、9、10、11、12、13、14、15、16、

17、18、19、21、22、…, 

与上面对应余下的正整数就是（3）中三生素数根Q

的值. 

即Q=2、5、8、20、…. 

将Q=2、5、8、20、…分别代入（3）得：5、7、11；

11、13、17；17、19、23；41、43、47；…其都是三生素

数. 

 

6．．．．六个通解式六个通解式六个通解式六个通解式 

∵ 2xy+x+y=(2x+1)y+x, 当 x=1,2,3,4,5,6… 时 , 

(2x+1)y+x=3y+1; 5y+2; 7y+3; 9y+4; 11y+5; 13y+6; 15y+7; 

17y+8;… 

∴2xy+x+y的an+b型全体子集可分为两种类型：一种y

的系数是3，5，7，11，13，17…奇素数的集合称为K的an+b

型奇素数类集合.另一种y的系数是9，15，21…奇合数的

集合称为K的an+b型奇合数类集合[8]. 

同理当x=1,2,3,4,5,6…时, (2x+1)y+x-1=3y; 5y+1; 7y+2; 

9y+3; 11y+4; 13y+5; 15y+6; 17y+7… 

我们可以将y的系数是3，5，7，11，13，17…奇素数

的集合称为L的an+b型奇素数类集合.将y的系数是9，15，

21…奇合数的集合称为L的an+b型奇合数类集合[9]. 

同理当x=1,2,3,4,5,6…时, (2x+1)y+x-3=3y-2; 5y-1; 7y; 

9y+1; 11y+2; 13y+3; 15y+4; 17y+5… 

我们可以将y的系数是3，5，7，11，13，17…奇素数

的集合称为S的an+b型奇素数类集合.将y的系数是9，15，

21…奇合数的集合称为S的an+b型奇合数类集合. 

显然2xy+x+y的an+b型奇素数、奇合数类集合是K的

子集，也是K∪L∪S的子集.2xy+x+y-1的an+b型奇素数、

奇合数类集合是L的子集，也是K∪L∪S的子集.2xy+x+y-3

的an+b型奇素数、奇合数类集合是S的子集，也是K∪L∪

S的子集. 

为了证明后面命题我们还要先分别求出2xy+x+y、

2xy+x+y-1和2xy+x+y-3的an+b型奇素数类子集通解和奇

合数类子集通解. 

6.1．．．．求求求求2xy+x+y、、、、2xy+x+y-1和和和和2xy+x+y-3的的的的an+b型奇素数型奇素数型奇素数型奇素数

类子集通解类子集通解类子集通解类子集通解[10] 

∵ 2xy+x+y=(2x+1)y+x ， 2xy+x+y-1=(2x+1)y+x-1, 

2xy+x+y-3=(2x+1)y+x-3, 

当 2 1x p+ = 时， 
1

2

p
x

−=  

将

1

2

p
x

−= 代人(2x+1)y+x,得 

1

2

p
py

−+                 (4) 

其中p≥3为奇素数， y≥1为自然数. 

将

1

2

p
x

−= 代人(2x+1)y+x-1,得 

1

2

p
py

−+  -1              (5) 

其中p≥3为奇素数， y≥1为自然数. 

将

1

2

p
x

−= 代人(2x+1)y+x-3,得 

1

2

p
py

−+  -3             (6) 

其中p≥7为奇素数， y≥1为自然数. 
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∴ 2xy+x+y的 an+b 型奇素数类子集通解是 (4) ，

2xy+x+y-1的an+b型奇素数类子集通解是(5)，2xy+x+y-3

的an+b型奇素数类子集通解是(6). 

6.2．．．．求求求求2xy+x+y、、、、2xy+x+y-1和和和和2xy+x+y-3的的的的an+b型奇合数型奇合数型奇合数型奇合数

类子集通解类子集通解类子集通解类子集通解  

∵当x=1,2,3,4,5,6…时, 

(2x+1)y+x=3y+1; 5y+2; 7y+3; 9y+4; 11y+5; 13y+6; 

15y+7; 17y+8;….  

记：2xy+x+y的an+b型全体子集可分为两种类型：一

种y的系数是3，5，7，11，13，17…奇素数的集合称为K

的an+b型奇素数类集合.另一种y的系数是9，15，21…奇

合数的集合称为K的an+b型奇合数类集合. 

显然3y+1; 5y+2; 7y+3;  11y+5; 13y+6; 17y+8;…y的

系数是3，5，7，11，13，17…奇素数的an+b型集合, 也

可以用下列通式表示[11]： 

Pn+
1

2

p −
 

其中p≥3为奇素数， n≥1为自然数. 

显然当n取值与（4）中y的值相同时，上式与（4）全

等. 

同理，因为9、15、21、25、27、…奇合数可以用p 1p

2 p 3 …p k (其中P1≤P 2 ≤…≤P K 取奇素数）表示. 

所 以 9y+4; 15y+7; 21y+10;  25y+12; 27y+13; 

33y+16;…y的系数是9，15，21，25，27，33…奇合数的

an+b型集合可以用下列代数式表示[12]： 

p 1p 2 p 3 …p k n＋ 1 2 1

2

kp p p −⋯
(其中P 1≤P 2 ≤…≤P K

取奇素数、n≥1取正整数） 

显然：当上式以 p(p≥3取素数)取模时，由剩余理论可

知[13]，可将上式可分解成一组完全剩余系如下（即分成

由p个子集合之并且除p余0、1、2、…p-1各一个，共分成

p个子集合）.即： 

{p 1p 2 …p k n+ 1 2 1

2

kp p p −⋯
∣n∈ N +

}={pp 1p 2 …p

k 1n + 1 2 1

2

kp p p −⋯
∣ 1n ∈ N +

}∪{pp 1p 2 …p k 1n +p 1 p

2 …p k + 1 2 1

2

kp p p −⋯
∣ 1n ∈ N +

}∪{pp 1p 2 …p k 1n +2p

1p 2 …p k + 1 2 1

2

kp p p −⋯
∣ 1n ∈ N +

}∪…∪{pp 1p 2 …p k

1n +(P-1)p1p 2 …p k + 1 2 1

2

kp p p −⋯
∣ 1n ∈ N +

} 

由此,依据上式等号右边的一组完全剩余系可推出以

下通解 

2xy+x+y除p余0、1、2、3、…、p-1的全体an+b型奇

合数类子集通解式[13] 

1 2
1 2 1

1 2
1 2 1 1 2

1 2
1 2 1 1 2

1 2
1 2 1 1 2

1

2

1

2

1
2

2

1
( 1)

2

k
k

k
k k

k
k k

k
k k

p p p
pp p p n

p p p
pp p p n p p p

p p p
pp p p n p p p

p p p
pp p p n p p p p

− +


− + +
 − + +


 − + − +




⋯
⋯

⋯
⋯ ⋯

⋯
⋯ ⋯

⋮

⋯
⋯ ⋯

  (7) 

其中 1 2 kp p p⋯、 、 、 均不等于p ,且 1 2 kp p p≤ ≤ ≤⋯
均为奇素数， 1 0, 1, 1n x y≥ ≥ ≥ 为自然数. 

同理2xy+x+y-1除p余0、1、2、3、…、p-1的全体an+b

型奇合数类子集通解 

1 2
1 2 1

1 2
1 2 1 1 2

1 2
1 2 1 1 2

1 2
1 2 1 1 2

1
1

2

1
1

2

1
2 1

2

1
( 1) 1

2

k
k

k
k k

k
k k

k
k k

p p p
pp p p n

p p p
pp p p n p p p

p p p
pp p p n p p p

p p p
pp p p n p p p p

− + −


− + + −
 − + + −


 − + − + −




⋯
⋯

⋯
⋯ ⋯

⋯
⋯ ⋯

⋮

⋯
⋯ ⋯

 (8) 

其中 1 2 3 1kp p p p n x y⋯、 、 、 、 、 、 、 与（7）中要求一致. 

同理2xy+x+y-3除p余0、1、2、3、…、p-1的全体an+b

型奇合数类子集通解[14] 

1 2
1 2 1

1 2
1 2 1 1 2

1 2
1 2 1 1 2

1 2
1 2 1 1 2

1
3

2

1
3

2

1
2 3

2

1
( 1) 3

2

k
k

k
k k

k
k k

k
k k

p p p
pp p p n

p p p
pp p p n p p p

p p p
pp p p n p p p

p p p
pp p p n p p p p

− + −


− + + −
 − + + −


 − + − + −




⋯
⋯

⋯
⋯ ⋯

⋯
⋯ ⋯

⋮

⋯
⋯ ⋯

 (9) 

其中：∵当p 1p 2 p 3 …p k <7时，

1 2 1

2

kp p p −⋯
-3<0，

（9）中第1个集合是an-b的集合. 

∴只有 p 1p 2 p 3 …p k ≧7，（9）才全部是an+b的集

合. 

1 2 kp p p⋯、 、 、 均不等于p ,且 1 2 kp p p≤ ≤ ≤⋯ 均为

奇素数， 1 0, 1, 1n x y≥ ≥ ≥ 为自然数. 

又 ∵ 本 文 记 ： K={2xy+x+y ∣ x ，  y ∈ N +
}, 

L={2xy+x+y-1∣x， y∈ N +
}, S={2xy+x+y-3∣x， y∈

N +
},其中x、 y≥1为自然数. N +

:1,2,3, …为自然数. 
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∴（7）是K的an+b型奇合数类子集通解. 

（8）是L的an+b型奇合数类子集通解. 

（9）是S的an+b型奇合数类子集通解. 

∴（7）、（8）、(9)是K∪L∪S的an+b型奇合数类子

集通解. 

7．．．．预备命题预备命题预备命题预备命题 

命题7：K∪L的an+b型奇合数类子集有且仅有（7）、

（8）通解. 

证明：假设K∪L除（7）、（8）以外还有an+b型奇

合数类子集通解. 

∵由唯一分解定理可知[15]，an+b型奇合数类中n的系

数a每一个数，如果不计素因数的分解次序，则它分解素

因数的结果是唯一的. 

∴若K∪L除（7）、（8）以外还有新的an+b型奇合

数类子集通解，则式中 1n 的系数必与（7）、（8）中的 1n

系数相同，只有余数不同，则可写成如下形式： 

1 2
1 2 1

1 2
1 2 1 1 2

1 2
1 2 1 1 2

1 2
1 2 1 1 2

1

2

1

2

1
2

2

1
( 1)

2

k
k

k
k k

k
k k

k
k k

p p p
pp p p n j

p p p
pp p p n p p p j

p p p
pp p p n p p p j

p p p
pp p p n p p p p j

− + −


− + + −
 − + + −


 − + − + −




⋯
⋯

⋯
⋯ ⋯

⋯
⋯ ⋯

⋮

⋯
⋯ ⋯

 (10) 

其中 1 2 3 1kp p p p n x y⋯、 、 、 、 、 、 、 要求与前一致. 

∵ 当j=0时，（10）与（7）一致； 

  当j=1时，（10）与（8）一致. 

∴j≠0, j≠1. 

又∵当j≠0, j≠1时，由命题1可知，当Q≠2xy+x+y，

Q+1≠2xy+x+y，Q+j≠2xy+x+y时，2Q+1,2(Q+1)+1,2（Q+j）

+1是 三个奇素数，已超出孪生素数.例如当j=3时，是三生

素数（3）式. 

∴出现矛盾，假设不成立. 

∴命题7成立. 

8．．．．用辛达拉姆筛法证明孪生素数无穷多用辛达拉姆筛法证明孪生素数无穷多用辛达拉姆筛法证明孪生素数无穷多用辛达拉姆筛法证明孪生素数无穷多 

我们先从下列例题中找出一个规律，可用这个规律引

入孪生素数无穷多的等价命题， 

例1  当p=5时，在3n、3n+1、3n+2三个集合中： 

1)．将n=1代入3n+2得5， 将Q=5代入（2）得：11、

13； 

因为11、13是孪生素数，则5是孪生素数根，所以当n≥1

取正整数时，3n、3n+1、3n+2三个集合中：至少有 1个集

合是含有孪生素数根的集合. 

例2  当p=5时，在5n、5n+1、5n+2、5n+3、5n+4五

个集合中： 

1)．将n=1代入5n得5, 将Q=5代入（2）得：11、13； 

2)．将n=1代入5n+3得8, 将Q=8代入（2）得：17、19； 

3)．将n=2代入5n+4得14, 将Q=14代入（2）得：29、

31； 

因为11、13；17、19；29、31都是孪生素数，则5、8、

14都是孪生素数根，所以当n≥1取正整数时，在5n、5n+1、

5n+2、5n+3、5n+4五个集合中：至少有 3个集合是含有孪

生素数根的集合. 

例3  当p=7时，在7n、7n+1、7n+2、7n+3、7n+4、

7n+5、7n+6七个集合中： 

1)．将n=2代入7n得14, 将Q=14代入（2）得：29、31； 

2)．将n=1代入7n+1得8, 将Q=8代入（2）得：17、19； 

3)．将n=7代入7n+4得53, 将Q=53代入（2）得：107、

109； 

4)．将n=9代入7n+5得68, 将Q=68代入（2）得：137、

139； 

5)．将n=2代入7n+6得20, 将Q=20代入（2）得：41、

43； 

因为29、31；17、19；107、109；137、139；41、43

都是孪生素数，则14、8、53、68、20都是孪生素数根，

所以当n≥1取正整数时，在7n、7n+1、7n+2、7n+3、7n+4、

7n+5、7n+6七个集合中：至少有 5个集合是含有孪生素数

根的集合. 

例4 当p=11时，在11n、11n+1、11n+2、11n+3、11n+4、

11n+5、11n+6、11n+7、11n+8、11n+9、11n+10十一个集

合中： 

1)．将n=19代入11n得209, 将Q=209代入（2）得：419、

421； 

2)．将n=8代入11n+1得89, 将Q=89代入（2）得：179、

181； 

3)．将n=3代入11n+2得35, 将Q=35代入（2）得：71、

73； 

4). 将n=10代入11n+3得113, 将Q=113代入（2）得：

227、229； 

5). 将n=4代入11n+6得50, 将Q=50代入（2）得：101、

103； 

6). 将n=2代入11n+7得29, 将Q=29代入（2）得：59、

61； 

7). 将n=6代入11n+8得74, 将Q=74代入（2）得：149、

151； 

8). 将n=4代入11n+9得53, 将Q=53代入（2）得：107、

109； 

9). 将n=8代入11n+10得98, 将Q=98代入（2）得：197、

199； 

因为419、421；179、181；71、73；227、229；101、

103；59、61；149、151；107、109；197、199都是孪生

素数,则209、89、35、113、50、29、74、53、98都是孪

生素数根，所以当n≥1取正整数时，在11n、11n+1、11n+2、

11n+3、11n+4、11n+5、11n+6、11n+7、11n+8、11n+9、

11n+10十一个集合中：至少有 9个集合是含有三生素数根

的集合[16]. 

由以上例1、例2、例3、例4我们引入一个与孪生素数

无穷多的等价命题如下： 



53 闫魁迎：用辛达拉姆筛法探讨孪生素数无穷多  

 

命题 8 ：当 p≥3 为 素数 ， n≥1 为 自 然数 时， 在

pn,pn+1,pn+2,…,pn+p-1的p个剩余类集合中，至少有p-2个

是含有孪生素数根的集合. 

∵ 当 p≥3 为 素 数 ， n≥1 为 自 然 数 时 ，

pn,pn+1,pn+2,…,pn+p-1的p个剩余类集合中值不重复. 

又∵素数有无穷多，素数只有2是偶数，则奇素数无

穷多，则奇素数p-2还是无穷多个.从而若有无穷多个含孪

生素数根的集合，就可得到无穷多个孪生素数. 

∴若命题8成立，则孪生素数就有无穷多. 

∴命题8与孪生素数无穷多命题是等价命题. 

命题8的证明思路： 

显然，当p≥3为素数， n≥1取正整数时，如果将

pn,pn+1,pn+2,…,pn+p-1的p个剩余类集合分别以m≠p(m≥3

取 素 数 ） 为 模 ， 则 由 完 全 剩 余 系 理 论 可 知 ， 若

pn,pn+1,pn+2,…,pn+p-1的p个剩余类集合有几个集合是K

∪L的子集合，则在K∪L中必然有几组与m相对应的，且

除m余0、1、2、…、m-1的完全剩余系,用这种方法可以证

明命题8成立. 

8.1．．．．分析分析分析分析3n,3n+1,3n+2与与与与K∪∪∪∪L的关系的关系的关系的关系 

8.1.1．．．．分析分析分析分析3n与与与与K∪∪∪∪L的关系的关系的关系的关系 

第1种方法 

∵当y=1时 2xy+x+y-1=3x，则3x是2xy+x+y-1的子集. 

∴当n≥1取整数时，3n是{2xy+x+y∣x. y∈ N +
}∪

{2xy+x+y-1∣x. y∈ N +
}的子集合. 

第2种方法 

将y=n，p=3代入（5）得: 

3n 

∵（5）式是2xy+x+y-1的an+b型奇素数类集合通解式. 

又∵本文记：L={2xy+x+y-1∣x. y∈ N +
}，其中x≥1, 

y≥1为自然数. N +
:1,2,3, …为自然数. 

∴n≥1取整数时，3n是L的子集合. 

∴n≥1取整数时，3n是K∪L的子集合. 

第3种方法 

∵当n≥1取整数时，若3n是K∪L的子集合.则由完全剩

余系理论可知[17]，有以下结果： 

第1，当n≥1取整数， 1n ≥1取整数时，若3n是K∪L的

子集合，则15 1n , 15 1n +3, 15 1n +6, 15 1n +9, 15 1n +12也是K

∪L的子集（因为{15 1n ∣ 1n ∈ N +
}∪{15 1n +3∣ 1n ∈ N +

}

∪{15 1n +6∣ 1n ∈ N +
}∪{15 1n +9∣ 1n ∈ N +

}∪{15 1n

+12∣ 1n ∈ N +
}={3n∣n∈ N +

}，即与将3n以5为模，由完

全剩余系理论可知,3n必定分成1组除5余0，1，2,3,4完全

剩余系相同）. 

第2，当n≥1取整数， 1n ≥1取整数时，若3n是K∪L的

子集合，则21 1n , 21 1n +3, 21 1n +6, 21 1n +9, 21 1n +12，21 1n

+15, 21 1n +18也是K∪L的子集（因为{21 1n ∣ 1n ∈ N +
}

∪{21 1n +3∣ 1n ∈ N +
}∪{21 1n +6∣ 1n ∈ N +

}∪{21 1n +9

∣ 1n ∈ N +
}∪{21 1n +12∣ 1n ∈ N +

}∪{21 1n +15∣ 1n ∈

N +
}∪{21 1n +18∣ 1n ∈ N +

}={3n∣n∈ N +
}，即与将3n

以7为模，由完全剩余系理论可知,3n必定分成1组除7余

0,1,2，3,4,5,6完全剩余系相同）. 

等等有很多类似第1和第2的结果，下面分析K∪L中

有没有第1和第2的结果. 

∵ 将 1 2 kp p p⋯ =3 ,p=5代入（8）得： 

15 1n , 15 1n +3, 15 1n +6, 15 1n +9, 15 1n +12共5个an+b

型奇合数类子集合. 

显然{15 1n ∣ 1n ∈ N +
}∪{15 1n +3∣ 1n ∈ N +

}∪{15

1n +6∣ 1n ∈ N +
}∪{15 1n +9∣ 1n ∈ N +

}∪{15 1n +12∣

1n ∈ N +
}={3n∣n∈ N +

}. 

又∵（8） 是K∪L的an+b型奇素数类集合通解式之

一. 

∴当n≥1取整数时，若3n是K∪L的子集.则当 1n ≥1取

整数时15 1n , 15 1n +3, 15 1n +6, 15 1n +9, 15 1n +12也是K∪L

的子集,第1结果成立. 

下面讨论第2结果 

∵ 将 1 2 kp p p⋯ =3 ,p=7代入  （8） 得： 

21 1n , 21 1n +3, 21 1n +6, 21 1n +9, 21 1n +12，21 1n +15, 

21 1n +18 

显然{21 1n ∣ 1n ∈ N +
}∪{21 1n +3∣ 1n ∈ N +

}∪{21

1n +6∣ 1n ∈ N +
}∪{21 1n +9∣ 1n ∈ N +

}∪{21 1n +12∣

1n ∈ N +
}∪{21 1n +15∣ 1n ∈ N +

}∪{21 1n +18∣ 1n ∈

N +
}={3n∣n∈ N +

}）. 

又∵（8） 是K∪L的an+b型奇素数类集合通解式之

一. 

∴当n≥1取整数时，若3n是K∪L的子集.则当 1n ≥1取

整数时，21 1n , 21 1n +3, 21 1n +6, 21 1n +9, 21 1n +12，21 1n

+15, 21 1n +18也是K∪L的子集，第2结果成立. 

8.1.2．．．．分析分析分析分析3n+1与与与与K∪∪∪∪L的关系的关系的关系的关系 

第1种方法 

∵当y=1时2xy+x+y=3x+1;则3x+1是2xy+x+y的子集

[18]. 

∴当n≥1取整数时，3n+1是{2xy+x+y∣x. y∈ N +
}∪

{2xy+x+y-1∣x. y∈ N +
}的子集合. 

∴n≥1取整数时，3n+1是K∪L的子集合. 

第2种方法 

将y=n，p=3代入（4）得: 

3n+1 

∵（4）是2xy+x+y的an+b型奇素数类集合通解式. 

又∵本文记：K={2xy+x+y∣x. y∈ N +
},其中x≥1, y≥1

为自然数. N +
:1,2,3, …为正自然数. 

∴n≥1取整数时，3n+1是K的子集合. 

∴n≥1取整数时，3n+1是K∪L的子集合. 

第3种方法与讨论3n的第3种方法一样，比较长略去： 
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8.1.3．．．．分析分析分析分析3n+2与与与与K∪∪∪∪L的关系的关系的关系的关系 

第1种方法： 

∵当n=1时，则Q=3n+2=3×1+2=5, 将Q=5代入（2）式

得：11，13. 

因为11,13是孪生素数，则5是孪生素数的根. 

∴ 当n≥1取整数时，3n+2 是含有素数的根的集合. 

又∵ 由命题2可知，含孪生素数根的集合必然不是K

∪L子集合. 

∴ 当n≥1取整数时3n+2不是K∪L的子集. 

第2种方法： 

∵当y=1时2xy+x+y=3x+1;2xy+x+y-1=3x，即：当x≥1

取整数时3x+1是2xy+x+y的子集，3x是2xy+x+y-1的子集

[19]. 

∴当x≥1取整数时3x+1和3x是不含孪生素数根的集合，

从而n≥1取整数时3n+1和3n也是不含孪生素数根的集合. 

于是3n+2是含有素数的根的集合（因孪生素数根只能

在1，2和3n+2之中）. 

又∵ 由命题2可知，含孪生素数根的集合必然不是K

∪L子集. 

∴ 当n≥1取整数时3n+2不是K∪L的子集合. 

第3种方法： 

∵当n≥1取整数时，若3n+2是K∪L的子集合.则由完全

剩余系理论可知，有以下结果： 

第1，当 1n ≥1取整数时，由15 1n +2, 15 1n +5, 15 1n +8, 15

1n +11, 15 1n +14五个集合组成的一组除5余0，1，2,3,4完

全剩余系也必定在K∪L中（因为将3n+2以5为模，由完全

剩余系理论可知,3n+2必定分成1组除5余0，1，2,3,4完全

剩余系如下[20]： 

{3n+2∣n∈ N +
}={15 1n +2∣ 1n ∈ N +

}∪{15 1n +5∣

1n ∈ N +
}∪{15 1n +8∣ 1n ∈ N +

}∪{15 1n +11∣ 1n ∈ N +
}

∪{15 1n +14∣ 1n ∈ N +
}）. 

第2，当 1n ≥1取整数时，由21 1n +2, 21 1n +5, 21 1n +8, 21

1n +11, 21 1n +14，21 1n +17, 21 1n +20七个集合组成的一组

除7余0,1,2,3,4,5,6完全剩余系也必定在K∪L中（因为将

3n+2以7为模，由完全剩余系理论可知,3n+2必定分成1组

除7余0,1,2，3,4,5,6完全剩余系如下： 

{3n+2∣n∈ N +
}={21 1n +2∣ 1n ∈ N +

}∪{21 1n +5∣

1n ∈ N +
}∪{21 1n +8∣ 1n ∈ N +

}∪{21 1n +11∣ 1n ∈ N +
}

∪{21 1n +14∣ 1n ∈ N +
}∪{21 1n +17∣ 1n ∈ N +

}∪{21 1n

+20∣ 1n ∈ N +
}）. 

等等有很多类似第1和第2的结果.下面分析K∪L中有

没有第1和第2的结果，从而也可以证明，当n≥1取整数时

3n+2是不是K∪L的子集合. 

∵15 1n +2, 15 1n +5, 15 1n +8, 15 1n +11, 15 1n +14和21

1n +2, 21 1n +5, 21 1n +8, 21 1n +11, 21 1n +14，21 1n +17, 21 1n

+20都是an+b型奇合数类子集合. 

由前面预备命题已证明K∪L的所有an+b型奇合数类

子集合可表为（7）、（8），即K∪L的所有an+b型奇合

数类子集合都在（7）、（8）中. 

∴假设当n≥1取整数时3n+2是K∪L的子集合，则推出

15 1n +2, 15 1n +5, 15 1n +8, 15 1n +11, 15 1n +14和21 1n +2, 21

1n +5, 21 1n +8, 21 1n +11, 21 1n +14，21 1n +17, 21 1n +20都在

（7）、（8）中. 

先在（7）、（8）中寻找15 1n +2, 15 1n +5, 15 1n +8, 15

1n +11, 15 1n +14 

显然由（7），（8）可知，当 1n 的系数是15时，有且

仅有 1 2 kp p p⋯ =3 ,p=5和 1 2 kp p p⋯ =5 ,p=3情形： 

（ⅰ） 1 2 kp p p⋯ =3 ,p=5  

将 1 2 kp p p⋯ =3 ,p=5代入（7）得：15 1n +1, 15 1n +4, 15

1n +7, 15 1n +10, 15 1n +13. 

将 1 2 kp p p⋯ =3 ,p=5代入（8）得：15 1n ,  15 1n +3, 15

1n +6, 15 1n +9, 15 1n +12. 

（ⅱ） 1 2 kp p p⋯ =5 ,p=3  

将 1 2 kp p p⋯ =5 ,p=3代入（7）得：15 1n +2, 15 1n +7, 15

1n +12. 

将 1 2 kp p p⋯ =5 ,p=3代入（8）得：15 1n +1, 15 1n +6, 15

1n +11. 

∵显然从（ⅰ）；（ⅱ）所述中只找到15 1n +2,  15 1n

+11. 

缺少 15 1n +5, 15 1n +8,  15 1n +14. 

说明在K∪L中不存在由15 1n +2, 15 1n +5, 15 1n +8, 15

1n +11, 15 1n +14这一组除5余0,1,2,3,4的完全剩余系. 

出现矛盾.假设不成立. 

∴3n+2不是K∪L的子集. 

用同样方法也可以证明在K∪L中不存在由21 1n +2, 

21 1n +5, 21 1n +8, 21 1n +11, 21 1n +14，21 1n +17, 21 1n +20

七个集合组成的一组除7余0,1,2,3,4,5,6完全剩余系，方法

与上类同，也可以证明3n+2不是K∪L的子集，略去. 

例如：当n=1时，则Q=3n+2=3×1+2=5, 将Q=5代入（2）

式得：11，13. 

因为11,13是孪生素数组，则5是孪生素数的根. 

所以当n≥1取正整数时，3n+2 集合是含有素数的根的

集合. 

又∵ 由命题2可知，含孪生素数根的集合必然不是K

∪L子集合. 

∴ 当n≥1取正整数时3n+2不是K∪L的子集. 

用第3种证明3n+2不是K∪L子集的方法，同样可证明

5n,5n+3,5n+4,7n等等不是K∪L子集.显然n的系数越大，证

明越长，显然不能证明全部素数.但是，从第3种证明3n+2

不是K∪L子集的方法就比较容易理解下面的证明. 

8.2．．．．p=3 

第1步：分析3n,3n+1,3n+2分别以5为模的结果[21]. 

将3n,3n+1,3n+2以5为模，由完全剩余系理论可得3组

除5余0,1,2,3,4的完全剩余系，即： 
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{3n∣n∈ N +
}={15 1n ∣ 1n ∈ N +

}∪{15 1n +3∣ 1n ∈

N +
}∪{15 1n +6∣ 1n ∈ N +

}∪{15 1n +9∣ 1n ∈ N +
}∪{15

1n +12∣ 1n ∈ N +
} 

{3n+1∣n∈ N +
}={15 1n +1∣ 1n ∈ N +

}∪{15 1n +4∣

1n ∈ N +
}∪{15 1n +7∣ 1n ∈ N +

}∪{15 1n +10∣ 1n ∈ N +
}

∪{15 1n +13∣ 1n ∈ N +
} 

{3n+2∣n∈ N +
}={15 1n +2∣ 1n ∈ N +

}∪{15 1n +5∣

1n ∈ N +
}∪{15 1n +8∣ 1n ∈ N +

}∪{15 1n +11∣ 1n ∈ N +
}

∪{15 1n +14∣ 1n ∈ N +
} 

合计共得到15个 1n 系数都是15的an+b型奇合数类集

合.组成了3组除5余0,1,2,3,4完全剩余系，其特点是： 

除5余0占3个； 

除5余1占3个； 

除5余2占3个； 

除5余3占3个； 

除5余4占3个； 

合计共得到15个 1n 系数都是15的an+b型奇合数类集

合，组成了3组除5余0,1,2,3,4完全剩余系. 

第2步，从（7），（8）中寻找所有 1n 的系数是15的

an+b型奇合数类的集合. 

显然由（7），（8）式可知，当 1n 的系数是15时，有

且仅有 1 2 kp p p⋯ =3 ,p=5和 1 2 kp p p⋯ =5 ,p=3情形： 

8.2.1．．．． 1 2 kp p p⋯ =3，，，，p=5 

将 1 2 kp p p⋯ =3 ,p=5代入  （7）  式得：15 1n +1, 15

1n +4, 15 1n +7, 15 1n +10, 15 1n +13共5个集合且除5余

0,1,2,3,4各一个. 

将 1 2 kp p p⋯ =3 ,p=5代入（8）式得：15 1n , 15 1n +3, 15

1n +6, 15 1n +9, 15 1n +12，共5个集合且除5余0,1,2,3,4各一

个. 

8.2.2．．．． 1 2 kp p p⋯ =5，，，，p=3  

将 1 2 kp p p⋯ =5 ,p=3代入（7）式得：15 1n +2, 15 1n +7, 

15 1n +12, 共3个集合且都是除5余2. 

将 1 2 kp p p⋯ =5 ,p=3代入 （8） 式得： 15 1n +1, 15 1n

+6, 15 1n +11, 共3个集合且都是除5余1各一个. 

由8.2.1，8.2.2所述合计得5+5+3+3=16个子集. 

再将16个子集按除5余0,1,2,3,4分类如下： 

除5余0的占2个； 

除5余1的占5个； 

除5余2的占5个； 

除5余3的占2个； 

除5余4的占2个； 

合计在（7）、（8）中得到2+5+5+2+2=16个 1n 系数

都是15的an+b型奇合数类集合. 

其中最重要的结果是：除5余0、3、4的an+b型奇合数

类集合各有仅有2个. 

第3步，分析K∪L中最多可组成几组由 1n 的系数为15

的an+b型奇合数类子集组成的除5余0,1,2,3,4的完全剩余

系. 

∵由第2步得，最重要的结果是：在（7）、（8）中 1n

系数都是15且除5余0、3、4的an+b型奇合数类集合各有仅

有2个. 

∴在（7）、（8）中最多两组由 1n 系数都是15的an+b

型奇合数类子集组成的除5余0、1、2、3、4的完全剩余系. 

又∵由预备命题可知，K∪L的an+b型奇合数类子集

通解有且仅有（7），（8）. 

∴在K∪L中最多组成两组 1n 系数都是15且除5余0、1、

2、3、4的完全剩余系. 

∴在3n,3n+1,3n+2中最多有2个是K∪L的子集. 

由命题2可知，不是K∪L的正整数集合，必然是含孪

生素数根集合. 

由此推出当n≥1取自然数时，在3n,3n+1,3n+2中有1个

是含有孪生素数的根集合. 

例如：当n=1时，则Q=3n+2=3×1+2=5, 将Q=5代入（2）

式得：11，13. 

因为11,13是孪生素数组，则5是孪生素数的根，即当

n≥1取正整数时，3n+2 集合是含有素数根的集合.所以当

n≥1取正整数时，在3n，3n+1，3n+2三个集合中，至少有 1

个集合是含有素数的根的集合. 

∴当p=3时， 命题8成立. 

8.3．．．．p=5 

第1步：分析5n,5n+1,5n+2，5n+3,5n+4分别以3为模的

结果. 

将5n,5n+1,5n+2，5n+3,5n+4分别以3为模，由完全剩

余系理论可得5组除3余0，1，2的完全剩余系，即： 

{5n∣n∈ N +
}={15 1n ∣ 1n ∈ N +

}∪{15 1n +5∣ 1n ∈

N +
}∪{15 1n +10∣ 1n ∈ N +

} 

{5n+1∣n∈ N +
}={15 1n +1∣ 1n ∈ N +

}∪{15 1n +6∣

1n ∈ N +
}∪{15 1n +11∣ 1n ∈ N +

} 

{5n+2∣n∈ N +
}={15 1n +2∣ 1n ∈ N +

}∪{15 1n +7∣

1n ∈ N +
}∪{15 1n +12∣ 1n ∈ N +

} 

{5n+3∣n∈ N +
}={15 1n +3∣ 1n ∈ N +

}∪{15 1n +8∣

1n ∈ N +
}∪{15 1n +13∣ 1n ∈ N +

} 

{5n+4∣n∈ N +
}={15 1n +4∣ 1n ∈ N +

}∪{15 1n +9∣

1n ∈ N +
}∪{15 1n +14∣ 1n ∈ N +

} 

合计共得到15个 1n 系数都是15的an+b型奇合数类集

合.组成了5组除3余0,1,2的完全剩余系，其特点是[22]： 

除3余0占5个； 

除3余1占5个； 

除3余2占5个； 

合计共得到5+5+5=15个 1n 系数都是15的an+b型奇合

数类集合. 
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第2步，从（7），（8）中寻找所有 1n 的系数是15的

an+b型奇合数类的集合 

∵显然由（7），（8）可知，当 1n 的系数是15时，有

且仅有 1 2 kp p p⋯ =3 ,p=5和 1 2 kp p p⋯ =5 ,p=3情形： 

8.3.1．．．． 1 2 kp p p⋯ =3，，，，p=5 

将 1 2 kp p p⋯ =3 ,p=5代入  （7）  式得：15 1n +1, 15

1n +4, 15 1n +7, 15 1n +10, 15 1n +13共5个集合且都是除3余

1. 

将 1 2 kp p p⋯ =3 ,p=5代入（8）式得：15 1n , 15 1n +3, 15

1n +6, 15 1n +9, 15 1n +12共5个集合且都是除3余0. 

8.3.2．．．． 1 2 kp p p⋯ =5，，，，p=3   

将 1 2 kp p p⋯ =5 ,p=3代入 （7） 式得：15 1n +2, 15 1n

+7, 15 1n +12, 共3个集合且除3余0,1,2各一个. 

将 1 2 kp p p⋯ =5 ,p=3代入 （8） 式得： 15 1n +1, 15 1n

+6, 15 1n +11, 共3个集合且除3余0，1,2各一个. 

由8.3.1，8.3.2所述合计得5+5+3+3=16个子集. 

再将16个子集按除3余0，1，2分类如下： 

除3余0的占7个； 

除3余1的占7个； 

除3余2的占2个； 

合计16个集合. 

合计在（7）、（8）中得到7+7+2=16个 1n 系数都是

15的an+b型奇合数类集合. 

其中最重要的结果是：除3余2的an+b型奇合数类集合

有仅有2个. 

第3步，分析K∪L中最多可组成几组由 1n 的系数为15

的an+b型奇合数类子集组成的除3余0,1,2的完全剩余系. 

∵由第2步得，最重要的结果是：在（7）、（8）中 1n

系数都是15且除3余2的an+b型奇合数类集合有仅有2个. 

∴在（7）、（8）中最多组成两组 1n 系数都是15且除

3余0、1、2的完全剩余系. 

又∵由预备命题可知，K∪L的an+b型奇合数类子集

通解有且仅有（7），（8）. 

∴在K∪L中最多组成两组 1n 系数都是15且除3余0、1、

2的完全剩余系. 

由此推出当n≥1取自然数时，5n,5n+1,5n+2，5n+3,5n+4

中最多有2个集合是K∪L的子集. 

则：5n,5n+1,5n+2，5n+3,5n+4中有3个集合不是K∪L

的子集. 

由命题2可知，不是K∪L的正整数集合，必然含孪生

素数根. 

由此推出当n≥1取自然数时，5n,5n+1,5n+2，5n+3,5n+4

有3个集合是含有孪生素数根的集合. 

如 1）.当n=1时，5n+3=8, 将Q=8代入（2）得：17，

19； 

如 2）.当n=2时，5n+4=14, 将Q=14代入（2）得：29，

31； 

如 3）.当n=1时，5n=5, 将Q=5代入（2）得：11，13； 

因为17，19；29，31；11，13都是孪生素数，则8，

14，5都是孪生素数根，所以当n≥1取正整数时，在5n，5n+1，

5n+2，5n+3，5n+4五个集合中：有 3个集合是含有孪生素

数根的集合. 

∴当p=5时， 命题8成立. 

8.4．．．．p≥7取素数取素数取素数取素数 

显然pn, pn+1, pn+2, …,pn+p-1的p个集合有几个是K

∪L的集合，与pn, pn+1, pn+2, …,pn+p-1分别以m为模的m

大小无关（显然m越大对应的完全剩余系子集越多，反之

越少，所以m越小越简单），但m≠p取奇素数. 

因为 p≥7取素数，所以取m=3最简单. 

第1步：分析pn, pn+1, pn+2, …,pn+p-1的p个集合，分

别以3为模的结果. 

将pn, pn+1, pn+2, …,pn+p-1的p个集合，分别以3为模，

由完全剩余理论可知，可得p组除3余0，1，2完全剩余系.

即 

{pn∣n∈ N +
}={3p 1n ∣ 1n ∈ N +

}∪{3p 1n +p∣ 1n ∈

N +
}∪{3p 1n +2p∣ 1n ∈ N +

}， 

{pn+1∣n∈ N +
}={3p 1n +1∣ 1n ∈ N +

}∪{3p 1n +p+1

∣ 1n ∈ N +
}∪{3p 1n +2p+1∣ 1n ∈ N +

}， 

{pn+2∣n∈ N +
}={3p 1n +2∣ 1n ∈ N +

}∪{3p 1n +p+2

∣ 1n ∈ N +
}∪{3p 1n +2p+2∣ 1n ∈ N +

}， 

… 

{pn+p-1∣n∈ N +
}={3p 1n +p-1∣ 1n ∈ N +

}∪{3p 1n

+2p-1∣ 1n ∈ N +
}∪{3p 1n +3p-1∣ 1n ∈ N +

}. 

共得到3p个 1n 的系数都是3p的an+b型奇合数类的集

合. 

其中重要结果是： 

除3余0的占p个； 

除3余1的占p个； 

除3余2的占p个； 

合计3p个. 

第2步，从（7），（8）中寻找所有 1n 的系数是3p的

an+b型奇合数类的集合. 

显然由（7），（8）可知，当 1n 的系数是3p时，有且

仅有 1 2 kp p p⋯ =3 ,p=3情形： 

8.4.1．．．． 1 2 kp p p⋯ =3 

将 1 2 kp p p⋯ =3代入（7）式得：3p 1n +1, 3p 1n +4, 3p 1n

+7, …, 3p 1n +3(p-1)+1共p个，且都是除3余1. 

将 1 2 kp p p⋯ =3代入（8）式得：3p 1n , 3p 1n +3, 3p 1n

+6, …，3p 1n +3(p-1)共p个，且都是除3余0.  

8.4.2．．．．p=3 

将p=3代入（7）式得： 
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3 1 2 kp p p⋯ 1n + 1 2 1

2

kp p p −⋯
， 3 1 2 kp p p⋯ 1n +

1 2 kp p p⋯ + 1 2 1

2

kp p p −⋯
，3 1 2 kp p p⋯ 1n +2 1 2 kp p p⋯ +

1 2 1

2

kp p p −⋯

.

 显然当 1 2 kp p p⋯ =p时， 1n 的系数是3p,将

1 2 kp p p⋯ =p 代入  3 1 2 kp p p⋯ 1n + 1 2 1

2

kp p p −⋯
， 3

1 2 kp p p⋯ 1n + 1 2 kp p p⋯ + 1 2 1

2

kp p p −⋯
，3 1 2 kp p p⋯ 1n

+2 1 2 kp p p⋯ + 1 2 1

2

kp p p −⋯
得：3p 1n +

1

2

p −
, 3p 1n +p+

1

2

p −
, 3p 1n +2p+

1

2

p −
  

∵{3p 1n +
1

2

p −
∣ 1n ∈ N +

}∪{3p 1n +p+
1

2

p −
∣ 1n ∈

N +
}∪{3p 1n +2p+

1

2

p −
∣ 1n ∈ N +

}={pn+
1

2

p −
∣n∈

N +
}  

即3p 1n +
1

2

p −
, 3p 1n +p+

1

2

p −
, 3p 1n +2p+

1

2

p −
，是

pn+
1

2

p −
的全体正整数以3为模，分解的完全剩余系子集，

则除3余0，1，2各一个. 

∴在3p 1n +
1

2

p −
, 3p 1n +p+

1

2

p −
, 3p 1n +2p+

1

2

p −
中：

除3余0占一个；除3余1占一个；除3余2占一个，共计3个. 

将p=3代入（8）式得： 

3 1 2 kp p p⋯ 1n + 1 2 1

2

kp p p −⋯
-1，3 1 2 kp p p⋯ 1n +

1 2 kp p p⋯ + 1 2 1

2

kp p p −⋯
-1，3 1 2 kp p p⋯ 1n +2 1 2 kp p p⋯

+ 1 2 1

2

kp p p −⋯
-1.显然当 1 2 kp p p⋯ =p时， 1n 的系数是3p, 

将 1 2 kp p p⋯ =p代入3 1 2 kp p p⋯ 1n + 1 2 1

2

kp p p −⋯
-1，

3 1 2 kp p p⋯ 1n + 1 2 kp p p⋯ + 1 2 1

2

kp p p −⋯
-1，3 1 2 kp p p⋯

1n +2 1 2 kp p p⋯ + 1 2 1

2

kp p p −⋯
-1得：3p 1n +

1

2

p −
-1, 3p 1n

+p+
1

2

p −
-1, 3p 1n +2p+

1

2

p −
-1. 

∵{3p 1n +
1

2

p −
-1∣ 1n ∈ N +

}∪{3p 1n +p+
1

2

p −
-1∣

1n ∈ N +
}∪{3p 1n +2p+

1

2

p −
-1∣ 1n ∈ N +

}={pn+
1

2

p −
-1

∣n∈ N +
}. 

即：3p 1n +
1

2

p −
-1, 3p 1n +p+

1

2

p −
-1, 3p 1n +2p+

1

2

p −

-1，是pn+
1

2

p −
-1以3为模分解的完全剩余系子集，则除3

余0，1，2各一个. 

∴在3p 1n +
1

2

p −
-1, 3p 1n +p+

1

2

p −
-1, 3p 1n +2p+

1

2

p −

-1中：除3余0占一个；除3余1占一个；除3余2占一个，共

计3个. 

由8.4.1，8.4.2所述合计得p+p+3+3=2p+6个子集. 

再将2p+6个子集按除3余0，1，2分类如下： 

除3余0的占p+2个； 

除3余1的占p+2个； 

除3余2的占2个； 

合计2p+6个，其中最重要的是除3余2有仅有两个. 

第3步，分析K∪L中最多可组成几组由 1n 的系数为3p

的an+b型奇合数类子集组成的除3余0，1，2的完全剩余系. 

∵由第2步得，在（7）、（8）中 1n 系数是3p的an+b型

奇合数类集合共有2p+6个，其中，除3余0的占p+2个；除3

余1的占p+2个；除3余2的占2个（最重要）； 

∴在2p+6个集合中最多可组成两组除3余0，1，2的完全

剩余系. 

∴在（7）、（8）中最多组成两组 1n 系数都是3p且除3

余0、1、2的完全剩余系. 

又∵由预备命题可知，K∪L的an+b型奇合数类子集通

解有且仅有（7），（8）. 

∴在K∪L中最多组成两组 1n 系数都是3p且除3余0、1、

2的完全剩余系. 

由此推出当n≥1取自然数时，pn, pn+1, pn+2, …,pn+p-1

的p个集合中最多有2个集合是K∪L的子集. 

则：在pn, pn+1, pn+2, …,pn+p-1的p个集合中，有p-2个

集合不是K∪L的子集. 

由命题2可知，不是K∪L的正整数集合，必然含孪生素

数根. 

由 此 推 出 当 n≥1 取 自 然 数 时 ， 在 pn, pn+1, 

pn+2, …,pn+p-1的p个集合中，有p-2个集合是含有孪生素数

根的集合. 

∴命题8成立 

又∵前面已证明命题8与孪生素数有无穷多命题等价. 

∴孪生素数有无穷多,孪生素数猜想成立. 

9．．．．结语结语结语结语 

本文用辛达拉姆（Snndaram）筛法找出了一种有别于

用爱氏筛法(Eratosthenes)[23]求素数、孪生素数、三生素

数的方法，发现了数阵2xy+x+y的an+b型子集通解，从三

种证明3n+2不是K∪L的子集方法中，发现了证明孪生素

数无穷多的方法，并给出了详细的证明、证明了孪生素数

猜想成立. 
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